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Exercice 4 : (a) La matriceA mange des gens écrit dans la baseei (i = 1,2,3) pour les ressortir dans la base

f j ( j = 1,2) deR2. Il suffit de trouver la matrice qui mange lese′i et les expriment par des combinaison deei pour

savoir comment l’applicationh mange lese′i . La matrice de passage dee′i versei est

P =







0 1 1

1 0 1

1 1 0







puisqueP(1,0,0)† = (0,1,1)† correspond bien àe′1 est envoyé verse2 +e3. La matriceA1 recherchée est donc

A1 = AP=

(

2 −1 1

3 2 −3

)







0 1 1

1 0 1

1 1 0






=

(

0 3 1

−1 0 5

)

(b) Cette fois-ci on exprime à l’aide d’une nouvelle matrice comment lesf ′j deviennent desf j :

Q =
1
2

(

1 1

1 −1

)

Cependant, ce qui nous intéresse c’est une fois queA1 aura mangé des vecteurs écris en basee′i et ressorti des

vecteurs en basef j , passé de la basef j à la basef ′j . Il faut donc inverserQ :

Q−1 = −

(

−1 −1

−1 1

)

=

(

1 1

1 −1

)

(Par un heureux hasard cette matrice est presque son propre inverse.) La matriceA2 peut maintenant se calculer :

A2 = Q−1A1 =

(

1 1

1 −1

)(

0 3 1

−1 0 5

)

=

(

−1 3 6

1 3 −4

)

Exercice 5 : On va supposer queK contient les entiers (c’àd. , K contient au moinsQ) pour que l’application

linéaire soit définie (elle est aussi définie sur lesFp, mais le calcul pourrait devenir embêtant [pourp = 2 dans ce

cas-ci] sans être plus instructif). L’applicationf s’écrit comme une matrice

A =







0 2 −1

2 −5 4

3 −8 6






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L’identité IE s’écrit matriciellment par la matrice identité Id3 de taille 3×3.

(a) Pour chercher le noyau def − IE, il faut trouver les vecteurs(x,y,z)† (écrits dans la basee1,e2,e3) qui satisfont

0 = (A− Id3)







x

y

z






=







−1 2 −1

2 −6 4

3 −8 5













x

y

z






=







−x+2y−z

2x−6y+4z

3x−8y+5z







Ce système d’équation a pour solutionx = y = z. Une base de Ker( f − IE) est donc le vecteure1 +e2 +e3.

(b) La matrice de l’applicationf 2 + IE est

B = A2 + Id3 =







0 2 −1

2 −5 4

3 −8 6













0 2 −1

2 −5 4

3 −8 6






+







1 0 0

0 1 0

0 0 1






=







1 −2 2

2 −3 2

2 −2 1






+







1 0 0

0 1 0

0 0 1






=







2 −2 2

2 −2 2

2 −2 2







Le noyau de cette matrice est formé des vecteurs(x,y,z)† tels quex−y+z= 0. Une base de cet espace est donnée

par(1,1,0)† et (0,1,1)† (beaucoup d’autres choix sont valables).

(c) Même si on ne sait pas (encore) que ceci est une base, posons

e′1 = e1 +e2 +e3,e
′
2 = e1 +e2 ete′3 = e2 +e3.

Pour montrer que c’est une base il faut montrer leur indépendance linéaire. Pour ce faire, il suffit que le déterminant

de la matrice dont les vecteurs qui expriment lese′i en baseei soit de déterminant non-nul. Incidemment, si c’est bien

une base, cette matrice sera aussi la matrice de passage (la matrice qui mangedese′i pour en ressortir l’expression

enei)

P =







1 1 0

1 1 1

1 0 1







On calcule facilement son déterminant (en combinant des lignes, on se ramène au déterminant d’une matrice très

simple) qui vaut 1. Ces nouveaux vecteurs forment bien une base. Pour avoir f dans cette base, on utiliseP pour

passer dese′i aux ei puis on appliqueA pour avoir le résultat de l’application (mais dans la baseei !), et enfin, on

utiliseP−1 pour revenit à la basee′i . Si A′ est la matrice def dans la basee′i elle s’écrit donc

A′ = P−1AP =







1 −1 1

0 1 −1

−1 1 0













0 2 −1

2 −5 4

3 −8 6













1 1 0

1 1 1

1 0 1






=







1 −1 1

0 1 −1

−1 1 0













1 2 1

1 −3 −1

1 −5 −2







=







1 0 0

0 2 1

0 −5 −2







Par le choix de la nouvelle basef (e′1)− IE(e′1) = 0⇔ f (e′1) = e′1, ce qui correspond bien à ce qu’on trouve dans la

matriceA′. D’autre part, la matrice def 2 est

A2 =







1 0 0

0 −1 0

0 0 −1







ce qui correspond bien au choix de base : pouri = 2,3, f 2(ei) = −IE(ei) = −ei .
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Exercice 7 : (a) Soit v,v′ ∈ R3, v = (x,y,z)† et v′ = (x′,y′,z′). Pour queφ soit une forme bilinéaire, il faut que,

pour v fixé, φ(v,v′) soit une application linéaire et que, pourv′ fixé, φ(v,v′) soit une application linéaire. Le plus

simple est encore de trouver la matriceA telle queφ(v,v′) = v†Av′. En l’occurence on réécritφ comme :

φ(v,v′) = xx′ +y(2y′ +2z′)+z(2y′ +z) = (x,y,z)







x′

2y′ +2z′

2y′ +z′






= (x,y,z)







1 0 0

0 2 2

0 2 1













x′

y′

z′






= v†Av′

La forme quadratique associée àφ estv 7→ φ(v,v). Ici c’est doncv 7→ x2+2y2+4yz+z2 = x2+2(y+z)2−z2. Celle-ci

admet des valeurs négatives, il ne s’agit donc pas d’un produit scalaire.

(b) Cette fois-ci on va exprimerq commev†Bv pour une matriceB. La tâche nous est simplifiée ici carq(x,y,z) est

la norme du vecteur
(

x,3(x+y−z),z−y
)

. SoitC la matrice qui envoie(x,y,z) sur
(

x,3(x+y−z),z−y
)

,

C =







1 0 0

3 3 −3

0 −1 1







alors, si〈·, ·〉 est le produit scalaire usuel deR3, q(v) = 〈Cv,Cv〉 = (Cv)†Cv= v†(C†C)v. q est donc bien une forme

quadratique, et sa forme bilinéaire associée estχ(v,v′) = v†(C†C)v′. Pour montrer qu’il s’agit bien d’une norme

euclidienne, il faut vérifier queq(v) ≥ 0 etq(v) = 0⇔ v = 0. Ici q(v) ≥ 0 est évident carq(v) = ‖Cv‖2 ≥ 0. Pour

avoir queq(v) = 0⇔ v = 0, il faut vérifier queC n’a que 0 dans son noyau. Or ici, DetC = 0, c’àd. le noyau deC

n’est pas trivial. Ainsiq n’est pas une norme euclidienne.

Exercice 9 : On rappelle queφ∗ est défini par la relation〈φv,w〉 = 〈v,φ∗w〉. (DansRn avec sa norme usuelle∗

est la transposition, dansCn c’est la transposition hermitienne.)

(a) Si φ est antisymétrique,

〈φ(x),x〉 = 〈x,φ∗(x)〉 = 〈x,−φ(x)〉 = −〈x,φ(x)〉 = −〈φ(x),x〉

d’où 〈φ(x),x〉 = 0, pour n’importe quelx.

Si ∀x,〈φ(x),x〉 = 0 alors on posex = y+zet

0 = 〈φ(y+z),y+z〉 = 〈φ(y)+φ(z),y+z〉 = 〈φ(y),y〉+ 〈φ(z),y〉+ 〈φ(y),z〉+ 〈φ(z),z〉

= 〈φ(z),y〉+ 〈φ(y),z〉 = 〈φ(z),y〉+ 〈z,φ(y)〉 = 〈φ(z),y〉+ 〈φ∗(z),y〉

= 〈φ(z)+φ∗(z),y〉

Donc∀y∈ E, 〈φ(z)+φ∗(z),y〉 = 0 ce qui implique que∀z∈ E,φ(z)+φ∗(z) = 0, ou autrement ditφ∗(z) = −φ(z).

(b) Soit (Kerφ)⊥ = {x∈ E|∀y∈ Kerφ,〈x,y〉 = 0}.

Montrons que Imφ ⊂ (Kerφ)⊥, Soitx∈ Imφ, alors il existez∈ E tel queφ(z) = x. Si y∈ Kerφ,

〈x,y〉 = 〈φ(z),y〉 = 〈z,φ∗(y)〉 = 〈z,−φ(y)〉 = 〈z,0〉 = 0.

Ainsi x∈ (Kerφ)⊥, d’où Imφ ⊂ (Kerφ)⊥.

Montrons que Imφ ⊃ (Kerφ)⊥. Pour ce faire, il est plus simple de montrer que(Imφ)⊥ ⊂ Kerφ. Effectivement,

si x∈ (Imφ)⊥, alors∀y∈ E,

0 = 〈x,φ(y)〉 = 〈φ∗(x),y〉 = −〈φ(x),y〉

ainsiφ(x) = 0⇒ x∈ Kerφ.


