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Exercice4: (a) La matriceA mange des gens écrit dans la bgsg = 1,2, 3) pour les ressortir dans la base
f; (j = 1,2) deRR2. Il suffit de trouver la matrice qui mange lelset les expriment par des combinaisoneg@our
savoir comment I'applicatioh mange le. La matrice de passage deverse est

'U
|
=)
=R
O R K

puisqueP(1,0,0)" = (0,1,1)" correspond bien & est envoyé vers;, + e;. La matriceA; recherchée est donc

2 -1 1 011 0 31
A1 =AP= 1 0 1] =
3 2 -3 -1 0 5
110
(b) Cette fois-ci on exprime a I'aide d’une nouvelle matrice commentjetviennent des; :

11 1
Q:2<1 —1)

Cependant, ce qui nous intéresse c’est une foisAjuaura mangé des vecteurs écris en beiset ressorti des
vecteurs en bash, passe de la badg a la basef. Il faut donc inverseQ:

ERRE

(Par un heureux hasard cette matrice est presque son propre inlkarsgtriceA, peut maintenant se calculer :

1 1\/0 3 1 13 6
A =01A = —
2=Q A <1 —1) (—1 0 5> (1 3 —4)

Exercice5: On va supposer qug¢ contient les entiersc{ad. , K contient au moing)) pour que I'application
lineaire soit définie (elle est aussi définie surlfgs mais le calcul pourrait devenir embétant [pqu# 2 dans ce
cas-ci] sans étre plus instructif). L'applicatidrs’écrit comme une matrice

0 2 -1
A=12 -5 4
3 -8 6



2
Lidentité Ig s’écrit matriciellment par la matrice identitéslde taille 3x 3.

(a) Pour chercher le noyau de- Ig, il faut trouver les vecteur&,y, z)t (écrits dans la basa, e;, e3) qui satisfont

X -1 2 -1 X —X+2y—z
O=(A—-Id3)|y|l=| 2 -6 4 y|=|2x—6y+4z
z 3 -8 5 Z 3x—8y+5z

Ce systéme d’équation a pour solutios y = z. Une base de Kéf — Ig) est donc le vecteus + e, + €s.
(b) La matrice de I'applicatiorf? + I est

0o 2 -1 0 2 -1 1 00 1 00 2 -2 2
B=A?fld3=[2 -5 4 2 -5 4|+]1010|=|2 -3 2|{+|0 1 0|=|2 -2 2
3 -8 6 3 -8 6 0 01 0 01 2 -2 2

Le noyau de cette matrice est formé des vectéxnsz)" tels quex—y+z= 0. Une base de cet espace est donnée
par(1,1,0)" et(0,1,1)" (beaucoup d’autres choix sont valables).
(c) Méme si on ne sait pas (encore) que ceci est une base, posons

g=e+et+e,6,=6+eete=6+¢;.

Pour montrer que c’est une base il faut montrer leur indépendancedin@aur ce faire, il suffit que le déterminant
de la matrice dont les vecteurs qui exprimentdesn bases soit de déterminant non-nul. Incidemment, si c’est bien
une base, cette matrice sera aussi la matrice de passage (la matrice qudesgig®ur en ressortir I'expression

eneg)
110
P=11 1 1
101

On calcule facilement son déterminant (en combinant des lignes, on seaamé®terminant d’'une matrice trés
simple) qui vaut 1. Ces nouveaux vecteurs forment bien une baseafauf dans cette base, on utiliepour
passer deg auxe puis on appliqueA pour avoir le résultat de I'application (mais dans la badg et enfin, on
utilise P~! pour revenit a la basg. Si A’ est la matrice dé dans la base! elle s’écrit donc

1 -1 1\ /0 2 -1\ /110 1 -1 1\ /1 2 1
A=PAP =0 1 -1||2 -5 4|11 1|=]0 1 -1||1 -3 -1
-1 1 0/\3 -8 6/\10 1 -1 1 0/ \1 -5 -2

1 0 O
=10 2 1
0 -5 -2

Par le choix de la nouvelle basé¢e;) — Ie(€]) = 0« f(e]) = €], ce qui correspond bien & ce qu’on trouve dans la
matriceA\. D’autre part, la matrice dé? est

1 0 O
A=]0 -1 0
0 0 -1

ce qui correspond bien au choix de base : ped2,3, f?(g) = —Ig(g) = —§.
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Exercice7: (a) Soitv,V € R3,v= (x,y,2)T etV = (X,y,Z). Pour quap soit une forme bilinéaire, il faut que,
pourv fixé, @(v,V) soit une application linéaire et que, podrfixé, @(v,V') soit une application linéaire. Le plus
simple est encore de trouver la matriseelle queg(v,V') = vAV. En I'occurence on réécrigcomme :

X 1 0 0\ /X
oV,\V)=xX+y(2y +22)+z(2y +2) = (xy,2) | ¥y +2Z | =(xy,2 [0 2 2| |y | =VvA/
2 +7 02 1) \z

La forme quadratique associé@astvi— @(v,V). Ici c’est donov— X2+ 2y? + 4yz+ 22 = x> 4 2(y+2)?> — 2. Celle-ci
admet des valeurs négatives, il ne s’agit donc pas d’'un produitiscala

(b) Cette fois-ci on va exprimeay commev'Bv pour une matricé. La tAche nous est simplifiée ici cgix, y, z) est
la norme du vecteufx, 3(x+y—z),z—Y). SoitC la matrice qui envoi€x,y,z) sur (X,3(x+y—2),z—y),

1 0 O
C=|3 3 -3
0 -1 1

alors, si(-,-) est le produit scalaire usuel @2, q(v) = (Cv,Cv) = (Cv)'Cv= v(C'C)v. g est donc bien une forme
quadratique, et sa forme bilinéaire associéexésty') = v(C'C)v.. Pour montrer qu'il s’agit bien d’'une norme
euclidienne, il faut vérifier qug(v) > 0 etq(v) = 0 < v= 0. Ici g(v) > 0 est évident cag(v) = ||CV||> > 0. Pour
avoir queq(v) = 0< v =0, il faut vérifier queC n’a que 0 dans son noyau. Or ici, @et 0, c’ad. le noyau deC
n’est pas trivial. Ainsg n’est pas une norme euclidienne.

Exercice9: On rappelle que* est défini par la relatiogv,w) = (v, @*w). (DansR" avec sa norme usuelfe
est la transposition, dad¥’ c’est la transposition hermitienne.)
(a) Si @ est antisymétrique,

(0(3),%) = (X,¢"(x)) = (X, =@(X)) = — (X, ®X)) = —(@(X),X)

d’'ou (@(x),x) = 0, pour n'importe quex.
Si VX, (@(x),x) = 0 alors on pos& =y+ zet

0 =(oly+2,y+2 =(Q(Y) +9(2),y+2) =(@y),y) +(9(2),y) +(9(y),2) +(9(2),2)
=(9(2),y) +{0(y),2 =(9(2),y)+(Zz@y)) =(9(2),y)+(¢(2),y)
= (0(2) +9'(2),y)

DoncVy € E, (¢(z) + ¢*(2),y) = 0 ce qui implique qu&’z € E, ®(z) + ¢*(z) = 0, ou autrement di* (z) = —@(2).
(b) Soit (Kerg)+ = {x € E|Vy € Kerg, (x,y) = 0}
Montrons que Inp C (Kerg)*, Soitx € Img, alors il existez € E tel que@(z) = x. Siy € Kerg,

Xy) = (0(2),y) = (2 ¢'(y) = (z-@y)) = (z0) = 0.

Ainsi x € (Kerg)*, d’oli Img C (Kerg)*.
Montrons que Inp O (Ker@)*. Pour ce faire, il est plus simple de montrer qura@)* C Kerg. Effectivement,
six e (Im@)*+, alorsvy € E,
0= (%)) = (¢ (x),y) = —=(0(x),y)

ainsig(x) = 0= x € Kerq.



